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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K A L N Y ČASOPIS 
R O Č N Í K U 1966 Č Í S L O 1 
KONJUGIERTE NETZE AXIALER 
UND AXIAL-RADIALER ART BEZÜGLICH 
EINER KONGRUENZ 
KANONISCHER GERADEN FESTEN INDEXES 
VÁCLAV H A V E L , Hriu 
I s t ein Kurvennetz im Axia lsystem bezüglich einer gegebenen Geradenkon­
gruenz e n t h a l t e n , die einer Fläche hinzugefugt wird, so n e n n e n wir es be­
züglich dieser K o n g r u e n z von axialer Art. Liegt die eine Schar dos Netzes 
im Axialsystem bezüglich der gegebenen K o n g r u e n z u n d die andere im 
Uadialsystem bezüglich der dual z u g e o r d n e t e n K o n g r u e n z , so sprechen wir 
vom Netz axial ~ radialer Art. bezüglich der gegebenen K o n g r u e n z . 
IL N. S c e r b a k o v h a t in [(>], S. 80 82, die Allgemeinheit der F läche in 
P,i u n t e r s u c h t , worauf sich ein konjugiertes N e t z axialer, bzw. axial-radialer 
Art. bezüglich der K o n g r u e n z der k a n o n i s c h e n G e r a d e n festen I n d e x e s , 
( |3). I [, § 3, bzw. [5 | , §4) befindet. Seine Ergebnisse betreffen die Ex i s tenz einer 
solchen Fläche4 und wurde]] durch die K o n s t r u k t i o n eines kanonischen beglei­
tenden Tetraoders dos konjugierton Netzes auf der Fläche b e g r ü n d e t . 
I m weiteren werden wir die Existenzfrage von konjug ier ten Netzen axialer 
bzw. axial-radialer Art bezüglich der K o n g r u e n z kanonischer Goraden festen 
Indexes für die Fläche vom T y p , ^ : i ([8], S. 386 — 387) b e h a n d e l n , indem 
wir u n m i t t e l b a r die Fubinischen Koeffizienten u n d K r ü m m u n g ß, y, Jv 
verwenden . Wir b e n u t z e n eine Analogie des B o m p i a n i s c h e n Verfahrens 
aus seiner grundlegenden Arbeit [ I ] . Wir h a b e n also das spezielle begle i tende 
T e t r a e d e r A{)A[A1A's der Fläche 11 vom ' t y p ^ : , , das v o n A. S v e c in [8], 
S. 38b 387 kons t ru ie r t wurde; dabei setzen wir voraus , dass 
( L ) ßy F 0, h = 0. 
Wir logen AAs in die kanonische G e r a d e festem I n d e x e s /, was d u r c h 
az —- a ! ••--= a. b\ - til = b 
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;ц 
ř/ ! Л/( 
b e s t i m m t e konjugierte Netz ist axial bezüglich Jey Kongruenz der Gerr.dcn 
AQAJ gerade dann , wenn 
(50 
(52) 
l(M--')„ aM- J rЛ/>. 
Л(Л/2)Ł- (i ! ò i / - : 
vgl. [5], § 5 , die Beziehungen (9) (10). 
Die Integrabi l i tä tsbeelmgmig für (5i- 2) lautet 
(6,) (1 - 2),)BM± -f ((1 - - ?>A)K 4)Jf~ ; (1 2 / )A -- 0 
und ist gerade dann identiseh in M2 erfüllt. wenn 
(7) K -••- 8. 
was ein bekann tes Resu l ta t ist, das zum bekann ton Soliluss führ t ([5], N$ 5, 
Satz 5). 
Es gelte also im folgenden 
(I2) 
4 
/ -4 -0. 
Die Gleichung (<h) h a t n\n) geynäss (33) (Miie einfachere Vorm 
(t>_) />M/4 ! (7J/2 -|- A --- 0 . 
Nun wenden wir das Lösbarkei tskr i ter ium für (5__2) nach [4], Satz L I , S. 
3 4 au. Nachdem wir die Ableitungen, von (62) nach ?/•, ?? durchführen , bekom-
men wir 
(7,) II„M* • MlM^yM- a) j C„M2 • |-- 2CM*(yM* -- a) -|- _4„ _-- 0. 
(7.) />rJ/4 ! 4B;iP(bJ/2 - /;) -V cWJ/"2 + __(7(bjf2 - /.) i- A,; - o. 
.Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Exis tenz endlich vieler 
Lösungen von (5_-2) lau te t nun : die Beziehungen (7]-2) sind identisch in 
u. >• für die Lösung J / - von (O2) erfüllt . 
0 A 
Setzen wir also zuei 's t in (7i- >) i i\rMx den Ausdruck ----- J / 2 - ; so haben 
ß " 
(C A\ ( (C A\ \ 
B„\ _/- -;- 4 Cy _/- f- - + AyM* - «oJf- - aA \-
\n B! \ \B Bj 1 
i c A \ 
CM* »• 2 o - - 3 / 2 2aCM^ j - A„ ----- 0. 
\ I* BJ 
/>', ( •- -' 1 -•• 46(oüf- -! ^ ) - 4B/9Jf2 + _V-f- + 2o(ft_/- - /_) + .-.,. = 0, 
und nach Umformung 
/ CB„ C-y \ VAC 
M- • - 2 - \Ay -- 2«o f C„ - A(\n \B<)„ 4- 2 -j- \aA + 
\ B B ) B 
( CBr \ 
+ A„ .- 0, 3/2 - • - - 2fto •- 4_>75 + CA - _i(Jn |__|)r -• 4ft.4 2ßC + A „ --- 0, 
•woraus sich nach Kinsetzen 
i 
3/2--- ( - o - l - [/ o2- <__._,) 
•2B K ••'" l ; 
die folgenden Gleichungen ergeben: 
- o-i- I o2 - \AB 
IS,) ~ ' (- -o/A- : - o - j ' - 4A_? 7 -;- 2«_ .o -I- 6'„Ä) -= 
2 />>2 
Ao 
- - A(ln 7>\)„ -V - 4aA • - A„ __ 0, 
-ü -J- 6>2 - \AB 
(82) -
 l ( r:_vr -• 2Cb - 4ß/j + (;,.) =, 
2if2 
- A(ln \B\)r -f 4Ab 4 2O/i - _],- - 0. 
Wir haben, also folgendes Ergebnis e rha l ten . 
Behauptung 1. Auf der Fläche 11 existieren endlich viele konjugierte Xetze 
axialer Art bezüglich der Kongruenz der kanonische)), Geraden fexten Indexes / =-  
^ — i gerade dann, wenn die Beziehungen (81-2) erfüllt werden. 
Wir interessieren uns nun um den Fall, wo beide Gleiehungen (71_L>) sogar 
identisch in M- gelten. Aus dein Annull ieren der Koeffizienten bei J / ° . J / ' , 
J / 2 , JF> in (7i) folgt schri t tweise B -— 0, C - 0, A„ — o und das Annull ieren 
des Koeffizienten bei M° in (l->) führ t auf eine weitere1 Beziehung Ar 0. Wir 
haben also zusammen 
(83) A ----- eonst. H - C -= 0. 
Die Gleichheit C ^ 0 bedeute t , dass (1 3/)Iv -̂  4. was nur bei / -- \ er-
4 
füllbar ist und zwar so, dass K -- . Wir formulieren das Resultat». 
l - :U 
Behauptung 2, Gelten für die Fläche 1/ die Beziehungen (83) ////• / ^ \-, l, 
so trägt sie endlich viele konjugierte Xetze axialer Art bezüglich der Kongruenz 
kanonischer Geraden festen Indexes L 
Das durch (4) beschriebene konjugier te Netz ist axial-radialer Ar t bezüglich 
der Kongruenz der kanonischer Geraden festen Indexes / gerade dann , wenn 
(9j) Mu ^ -ß - a3L 
(92) Mv = bM -\- y3V-\ 
vgl. [5 | , § ()\ Beziehungen (9) und (1(>). 
Die In tegrab i l i t ä t sbed ingung für Oh -,.) l au te t 
(10j) -L4*M* + (1 - 3 / ) K [ 2)M - ?.ß* --. 0 
und ist identisch in M gerade dann erfüllt, wenn 
(11) / = 0, K - - 2 , 
was wieder ein bekann tes Resu l t a t ist das zum bekann ten Sehluss führ t 
([5], § 6, Satz 5). 
Setzen wir also ferner voraus, dass 
(1*) / * 0, 
so dass wir (10i) in eine einfachere Form bringen können : 
(102) A*3V- + C*M -f B* - 0. 
Die Ableitungen von (10->) nach u bzw. v bieten 
(12,) A*M* - 2A*M(aM \ ß) \- C*M - C*(aM + ß) + B* -_ 0, 
( 1 2,) A*M* -1- 2A*J/( r J/- -l- bM) + C*M - C*(yM* + bM) + B* __ 0 
C* B* 
Setzen wir für M1 den Ausdruck M ins (12, _•>). 
A* A* 
so bekommen wir 
(In A*\)nC*M - (In j__*j)„7** + 2C*aM + 2B*a — 2_4*/>
)J/ + C*M 
C*aM - C*ß + B* = 0, 
/ C*y B*y \ 
- (In A*!)+*J/ (In A* )fB* | 2A*J_ M— -I bM) + 
\ A* A* j 
C*+ B*C* 
1 C'+U — M + C*bM + FT _- (). 
A* A* 
Nach wiederholtem Einsetzen für J/ ergibt sieh also 
2O*2y 2C*B*y 
- ( I n IA* + C*J/ - (In : A * + / i * + - J/ + 2B*yM 
A* A* 
2C*b 2B*b , c* 2 v ß*O* 
J/ ! O*_lf — ' — + C*bJJ i B* 0. 
A* A* A* _4* 
Duraus folgt 
J/ -(In \A*\)„C* + C*a - 2A+; + f;*) = (In |_4*|)f/_B* - 2B*a -| O*+ 
/ C*=V 2(7*6 \ 
JI - (In \A*\)VC* ! — 2H*V _ + c* + C*b\ = (In |_-*|),JS* \ A* ' A* I 
2B*C*y ^ß*}) ß*C* 
— " "- H- ~ -| ü * 
_4* j * ^ * 
Nach Einsetzen 
2A 
ergibt sieh endlieh 
1/- + - O . J , |/o*-_ __*_•' 
U* 4- ľo* 2 - 4A*Ь'* 
( L $ i) + 4 * ( ~(ln \A*\)uG* + 0*a - 2Л*ß + C*) 
= (1» k'*í)„ß* - 2ß*o + o*/î, 
/•ii\: r<\\- \ » p!- / : * 
(132) ~
('. ' : !' ' " ^ '' ( .r.7/* r*-^ :M ••/;•= 
2 J * 
-!•• .4*O* -f A-G-h) - (In jJ*;),..*/*'-' 2/;*r* ;- '2/;*l> 
Ahnlieh wie hei der ikh.auj long i gelangen wir zu folgende 
B e h a u p t u n g 3. />/> Fläche li trägt endlir// ri>h konjugiert K-fzr a ri<U 
radialer Art bezüglich der Kongruenz kamuiischer Geraden festen I,al< xrs '/ • o 
gerade dann, /renn die. Beziehungen (13.t ._•;>) erfüllt •eeräen. 
Sind die Gleichungen (Vh •>) sogar idenl VH. in M e r fühl . .-> folgt a-as d( m 
Annull ieren der Koeffizienten hei J / : \ jf/X a/V JF' in (12 :M schri t t wei>e .4* o 
TZ* . 0, Bf; -• 0; der ähnliehe Sehluss für (12.{) führt noch :;u /;* -• 0 
Z u s a m m e n g e n o m m e n gelangen wir also zu 
(133) A* - G* -- 0, />»* eonst. 
Die Gleichheit G* 0 bedeutet , dass (1 - :},A) K \ 2 - o. was n u r hei /. ;i 
o 
erfüllt werden k a n n , und zwar durch K . Vnser Sehluss ist also 
1 3z 
fol g(m der masso 11 form u 1 k *r ba r. 
B e h a u p t u n g 4. Gelten für die Flächt 1/ die Beziehungen, (lo.d Ori z - 0, .:,, 
so hat sie endlich viele konjugierte Netze axial-radialer Art bezüglich der Keoajrur n : 
kanonischer Geraden festen Indexes A. 
S c h l u s s b e m e r k u n g . E s ist leider n icht gelungen , eine tiefere geo 
metr i sche E r ö r t e r u n g der Beziehungen (81-3] bzw. (13i-;d zu e n t d e c k e n . 
Gewisse Verbesserungen des ursprüngl ichen M a n u s k r i p t s hat H e r r 1. Knlar 
vorgeschlagen. Der Verfasser d a n k t ihm herzlich. 
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